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Motivacion

» Recuperar cualidades topologicas de un espacio a través de una muestra finita,
posiblemente con ruido, del espacio en cuestion.



Atractor de Lorenz



Muestra finita



Posible aproximacion



Persistence hagram

» La aproximacion anterior es solo una
de una gama amplia de posibilidades
como se muestra en el video.

» Algunas de ellas recuperan bien
cilertos aspectos topologicos del
conjunto original, mientras que otras
no lo hacen.




¢, COmo decidir cual es la
aproximacion buena?

> NoO se escoge una particular. Se estudian todas y se observa que
cualidades topologicas de las aproximaciones persisten a medida que
va variando la aproximacion.



¢, COMO aproximar un espacio a
traves de una muestra”

- Dada una nube de puntos se le asocia un espacio topologico.

» Aunque es posible asociar distintos tipos de espacios a una nube de
puntos, lo mas habitual es utilizar complejos simpliciales.

» EXisten diferentes tecnicas para asociar complejos simpliciales a
nubes de puntos y esto puede hacerse a diferentes escalas.



» Un complejo simplicial es un espacio

. Qué es un complejo simplicial?

“hy

topologico formado por “triangulos”
de distintas dimensiones.



¢, Qué informacion topoldgica nos
iInteresa extraer?

» El numero de componentes conexas.

» El numero de tuneles.

» EnNn numero de cavidades.

» En general el numero de "agujeros” n-dimensionales.



Esta informacion esta encapsulada en los grupos de homologia
simplicial.

Debido a la estructura combinatoria de los complejos simpliciales es
posible calcular estos grupos utilizando tecnicas de algebra lineal.



Homologia persistente

Dada una nube de puntos se le asocia una filtracion de complejos
simpliciales: Kb € K; € .- C K.

D

» oe estudia como varia la homologia a medida que avanzamos en la
filtracion.



Representacion de |la homologia
persistente

o Dilagramas de persistencia.

» (Codigos de barras.



Caodigo de barras

Diagrama de persistencia



Estabilidad de |la persistencia

» La homologia persistente tiene |la ventaja de que es robusta ante
pequenas perturbaciones. Es decir, pequenas perturbaciones en los
datos generan diagramas de persistencia y codigos de barras
‘cercanos’.



Algunas aplicaciones

Sistemas dinamicos.

Medidas de compresibilidad de proteinas.
Redes neuronales.

Medidas de expresion geneticas.

-~ Analisis de imagenes.



Objetivos de la asignatura

» Introducir los conceptos basicos necesario para entender, calcular y
representar la homologia persistente asociada a una nube de puntos.

- Implementar en Python los algoritmos correspondientes.



Tema 1: Complejos

Complejos simpliciales. Aspectos combinatorios y topologicos.

Nubes de puntos y complejos asociados. Complejo de Cech. Complejo
de Vietoris-Rips. Alfa-complejos.

Otros complejos. Complejos cubicos. A-complejos. CW-complejos.



Tema 2: Homologia y cohomologia

Grupos de homologia simplicial y numeros de Betti.
Calculo de los grupos de homologia simplicial.
Homologia relativa. Sucesiones exactas.

Cohomologia simplicial. Teorema de los coeficientes universales.
Teoremas de dualidad.

Algoritmo incremental para el calculo de los numeros de Betti.



Tema 3: Homologia persistente

Grupos de homologia persistente.

Representaciones de Ila homologia persistente. Diagramas de
persistencia. Codigos de barras.

Calculo de |la homologia persistente.

Estabilidad de la homologia persistente.



Tema 4: Teoria de Morse

» Funciones de Morse discretas.
» Campos de vectores gradiente.

s Jleoremas fundamentales de la teoria de Morse discreta.
Desigualdades de Morse. Teorema del colapso.



Evaluacion

» Entregas de practicas: cuatro practicas (peso: 2/10 cada una).

» Presentacion final de practicas (peso: 2/10).
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